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Resumen

En la digitalización tridimensional, tanto la cámara como el proyector son

considerados sensores de dirección, por lo cual es necesario estimar en qué pixel

del plano imagen y del plano diapositiva está siendo captado o iluminado un

punto en la escena. Los algoritmos actuales de digitalización por proyección de

franjas se basan en la codificación de las coordenadas del plano diapositiva en

señales cosenoidales, por lo cual el proceso de extracción de fase es fundamental

para determinar las coordenadas del plano diapositiva que iluminan la escena.

En el presente trabajo de investigación se presenta un análisis de las etapas

del proceso de demodulación de fase por el método de Fourier, el cual tiene la

característica de requerir un único patrón de franjas, haciendolo ideal para di-

gitalizaciones dinámicas. La extracción de fase y su posterior desenvolvimiento,

se comparan mediante simulación y de forma experimetal.

Palabras clave: Perfilometría por transformada de Fourier, extracción de

fase envuelta, desenvolvimiento de fase, filtrado del espectro de primer orden.



Abstract

In the three-dimentional digitalization process, both camera and proyector

are considered as direction sensors and, consequently, it is necessary to estimate

in which pixel of the image and slide plane is being captured or iluminated a

point of the scene. Current algorithms of fringe projection are based on encoding

coordinates of the slide plane as cosenoidal patterns. Thus, phase extractions is a

fundamental step to determine the coordinates of the slide plane that illuminate

the scene. In this work, an analysis of every step of recovering phase using

Fourier method is presented. This method has the characteristic of extrating

phase from a single fringe pattern, which is excellent in dinamic digitalizations.

Phase extraction and its unwrapping process are studied by simulations and

experimentally.

Keywords: Fourier Transform Profilometry, wrapped phase estimation, pha-

se unwrapping, first-order spectrum filtering.
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Capítulo 1

Introducción

Se puede entender por digitalización tridimensional como la obtención de

una nube de puntos (x, y, z) de una escena observada. Inicialmente, el proceso

de digitalización se dio por métodos por contacto, empleando máquinas con

palpadores que se movían en una trayectoria conocida. Dado que los métodos

por contacto resultaban muy invasivos, se comenzó a analizar la escena a partir

de emplear longitudes de onda para poder medir el tiempo que esta tardaba en

rebotar en el objeto de interés, tal como láseres, radiofrecuencia, ultrasónicas.

Sin embargo, la capacidad de procesamiento de las computadoras modernas ha

permitido el desarrollo de técnicas de digitalización sin contacto donde se capta

y proyecta la luz a través de cámaras y proyectores digitales [3], dando origen a

técnicas como la visión estéreo [4] y la proyección de luz estructurada.

La metrología óptica engloba todas aquellas técnicas donde se busca obtener

un modelo 3D digital de la escena observada usando sistemas ópticos (cámaras

o proyectores). Aquí, un rayo de luz proveniente del punto p de la escena es

captado por el sensor en el punto β, el cual se encuentra dentro del plano

imagen del dispositivo situado a una longitud f de su sistema de referencia, es

12



decir

Hf [β] =
[
βx βy f

]T
. (1.1)

Sin embargo, el dispositivo realiza una transformación adicional a un arreglo de

pixeles, por lo que

µ = KH[β], (1.2)

donde K es la matriz de parámetros intrínsecos. De esta manera, si se conoce

la posición del dispositivo respecto a un sistema de referencia global es posible

estimar p como

p = t+ λRK−1H[µ], (1.3)

donde λ es un factor de escala, t y R son el vector de traslación y la matriz de

rotación, respectivamente; también conocidos como los parámetros extrínsecos.

A partir de la ecuación 1.3 resulta evidente que se tienen 2 incógnitas (λ y p),

por lo que se necesitan al menos dos dispositivos para poder digitalizar una

escena tridimensional.

La visión estéreo aborda el problema de digitalización al emplear al menos dos

cámaras como sensores de dirección, cada una paralela a la otra pero separada

por una distancia conocida a lo largo de un eje. En este enfoque, se trata de

ubicar el pixel en cada cámara µ1, µ2 en el cual fue captado el punto de la

escena p. Sin embargo, cuando la escena presenta una textura homogénea, el

problema de asignación de correspondencias µ1 ←→ µ2 se dificulta, generando

errores en la digitalización.

Los sistemas de proyección de luz estructurada (SPLE) están compuestos

por al menos una cámara digital y un proyector como fuente de iluminación
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dinámica. La principal característica de los SPLE es que emplean la cámara y

el proyector como sensores de dirección [5]. De esta forma,los SPLE estiman las

coordenadas de puntos en el espacio usando las direcciones en las que tal punto es

observado por la cámara y el proyector del sistema. Este proceso de estimación

solo requiere conocer las coordenadas del pixel en la imagen (cámara) en el

que se registró el punto observado y las coordenadas del pixel en la diapositiva

(proyector) que ilumina el punto observado. Cabe señalar que este proceso no

es directo porque no se tiene acceso a las coordenadas pixel de la diapositiva

una vez que la imagen ha sido capturada. Para obtener las coordenadas pixel

del proyector a partir de las imágenes capturadas, los SPLE codifican el plano

diapositiva e iluminan el objeto con el patrón resultante. De esta forma, las

imágenes capturadas son procesadas para extraer (demodular) las coordenadas

codificadas del plano diapositiva.

Inicialmente el plano diapositiva se codificó como una secuencia de franjas

binarias (blanco y negro), de tal forma que cada pixel del plano diapositiva ν

tuviera un único código identificador. Sin embargo, el código binario requería de

muchas imágenes para alcanzar a codificar grandes resoluciones. La codificación

en escala de grises redujo el número de patrones necesario en grandes resolu-

ciones puesto que se podía diseñar con M niveles de intensidad (en lugar de

solo blanco y negro), pudiendo codificar en N patrones MN franjas únicas. De

igual manera, buscando reducir el número de patrones necesarios para codificar

el plano diapositiva, apareció el método de corrimiento de fase (o phase-shifting

en inglés). Este último consiste en utilizar una serie de patrones cosenoidales

para asociar cada pixel del proyector a un valor de fase específico [6].
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Aún cuando el plano diapositiva del proyector se puede codificar mediante

diversas técnicas, el método de corrimiento de fase es ampliamente usado de-

bido a su precisión y facilidad de implementación. Aunque se han propuesto

diversos algoritmos para extraer fase, se tiene el inconveniente de que el rango

de demodulación sin ambigüedad es (−π, π], conocido como valores principales.

Si la información codificada rebasa los valores principales aparecerán discon-

tinuidades “sintéticas”, las cuales son introducidas por la periodicidad de las

funciones trigonométricas. Por lo cual, es necesario eliminar dichas discontinui-

dades (desenvolvimiento) para poder realizar triangulación y obtener el modelo

digital de la escena observada [7].

De entre los métodos propuestos para extraer y desenvolver la fase, resalta

la implementación de la transformada de Fourier (FTP por sus siglas en inglés

Fourier transform profilometry). A diferencia de otras técnicas, en la FTP sola-

mente es necesario un único patrón de franjas para extraer fase [8, 9, 10]. Esto

resulta interesante y novedoso para aquellas aplicaciones donde se requiera un

análisis dinámico por digitalización de un objeto en la escena [11]. En cambio,

la FTP presenta una alta susceptibilidad al ruido. Mucho se ha propuesto para

aumentar su robustez, pero poco se ha reportado sobre las características de la

escena y el sistema óptico experimental para su correcta implementación [12].

Considerando la amplia variedad de filtros para implementar el método FTP

en este trabajo se exploran y analizan las características y propiedades que hacen

útil el método de Fourier tanto para extraer fase envuelta como para realizar

el desenvolvimiento de fase. La finalidad de este trabajo es establecer un marco

teórico común que permita un mejor manejo de la transformada de Fourier en
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los SPLE para reconstrucción de objetos 3D.

1.1. Objetivos

1.1.1. Objetivo general

El objetivo general del presente trabajo de tesis es analizar los fundamentos

del método de Fourier para desarrollar un marco teórico suficiente para el de-

sarrollo de algoritmos de extracción y desenvolvimiento de fase en el problema

de digitalización de superficies tridimensionales.

1.1.2. Objetivos específicos

Los objetivos específicos de esta tesis se enlistan a continuación.

Conocer las ventajas y desventajas que aporta el método de Fourier para

la obtención de fase y su correspondiente desenvolvimiento.

Establecer las características de la escena para minimizar la susceptibilidad

al ruido de la perfilometría por transformada de Fourier.

Explorar las limitaciones geométricas del objeto para poder digitalizarlo

con el método de Fourier.

1.2. Publicaciones

A partir del presente trabajo de investigación, se obtuvieron aportaciones en

2 artículos de revista y 4 memorias de congreso. Estos se enlistan a continuación.
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17



1.3. Organización del documento

El presente documento de tesis está organizado en 5 capítulos, como se des-

cribe a continuación. En el capítulo 2 se presentan los aspectos teóricos de los

métodos analizados para el problema de obtención de fase envuelta y desenvol-

vimiento de fase; así la calibración y el algoritmo de triangulación implementa-

do. En el capítulo 3, se detallan las pruebas mediante simulación de precisión,

robustez a ruido gaussiano y tiempo de procesamiento de los algoritmos de de-

modulación de fase estudiados. Seguidamente, se construyó un perfilómetro con

una cámara y un proyector digital, con el cual se digitalizó una figura continua.

Los resultados de la parte experimental se encuentran en el capítulo 4. Final-

mente, las conclusiones del presente trabajo de tesis se describen en el capítulo

5.
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Capítulo 2

Marco teórico

2.1. Digitalización tridimensional

El problema de digitalización tridimensional consiste en ubicar un punto

en el espacio a partir de conocer en qué dirección está siendo observado por

mínimo dos dispositivos, obsérvese la Fig. 2.1. En el caso de la digitalización

por proyección de luz estructurada, la escena está siendo observada por una

cámara y un proyector. Como se conoce la ubicación (traslación y rotación) de

los observadores respecto al sistema de referencia global, solo se debe determinar

el pixel en el cual ha sido registrado el punto observado para reconstruir el rayo

de luz con el que el proyector lo iluminó y el rayo de luz con el que la cámara lo

detectó. En el caso de la cámara, esto resulta sencillo porque se tiene acceso al

plano imagen. Por el contrario, en el caso del proyector resulta complejo porque

el plano diapositiva está siendo proyectado en la escena y, por ende, no se tiene

acceso a él.

Para resolver el problema de conocer el pixel del proyector que está ilumi-

nando el punto en la escena, se han propuesto diversos métodos de codificación
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Figura 2.1: Esquematización del problema de digitalización tridimensional por proyección de
luz estructurada.

del plano diapositiva [6], como el código binario [13], la escala de grises [14], los

códigos de colores [15, 16] y funciones cosenoidales [17]. De entre estos, destaca

el uso de funciones cosenoidales (proyección de franjas) para codificar los ejes

coordenados (x, y) del plano diapositiva, debido a su alta precisión y facilidad

de implementación. De esta manera, cuando el plano diapositiva está codificado

en función de señales cosenoidales, las coordenadas ν se recuperan a partir de

dos etapas: obtención de fase envuelta y desenvolvimiento de fase (Fig. 2.2), las

cuales se originan por la utilización de funciones trigonométricas. Además, la

proyección de franjas puede ser una codificación temporal o espacial. En el pre-

sente trabajo, se estará analizando a fondo todos los aspectos de la utilización

de la transformada de Fourier para digitalizar cuando el plano diapositiva se

ha codificado de forma espacial con un patrón cosenoidal. Sin embargo, debido

a que los resultados se estarán contrastando con la técnica de proyección de

franjas temporales, a continuación, se describirán ambas técnicas.
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Figura 2.2: Proceso de digitalización tridimensional cuando el plano diapositiva es codificado
por proyección de franjas.

2.1.1. Métodos temporales

Los métodos temporales de codificación del plano diapositiva (Phase Shifting

methods), se caracterizan por introducir cambios de fase δ conocidos a una señal

cosenoidal de referencia, de esta manera cada pixel posee una única combinación

de valores (Fig. 2.3). Esta forma de codificación pixel por pixel es robusta al

color del objeto, posee una alta resolución espacial y es teóricamente inmune a

la luz ambiental [7]; sin embargo, su eficiencia se ve afectada porque requiere al

menos tres patrones para codificar un eje del plano diapositiva [17].

Considerando que las coordenadas del eje x se codifican en las rejillas

Gx(ν) =
1

2
+

1

2
cos (2πfxνx + δx) , (2.1)

y el eje y en

Gy(ν) =
1

2
+

1

2
cos (2πfyνy + δy) , (2.2)

donde fx, fy son las frecuencias espaciales y δx, δy los cambios de fase. Observe
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Figura 2.3: Visualización de la codificación de la coordenada νx con el algoritmo de 4 pasos.

que al iluminar la escena con las rejillas Gx, Gy es posible asignarle a cada pixel

ν un código único. Sin embargo, las coordenadas ν en las que el proyector ve el

punto en la escena p se recuperan a partir de la demodulación de fase (obtención

de fase envuelta y su posterior desenvolvimiento). En el presente trabajo, se

utilizará el algoritmo de n pasos [17] como método de obtención de fase envuelta

y el método de multifrecuencia [18] como método de desenvolvimiento temporal.

2.1.2. Métodos espaciales

Los métodos espaciales, a diferencia de los temporales, se caracterizan por

demodular fase a partir de un único patrón de franjas I(x, y), lo cual los hace

ideales para reconstrucciones dinámicas. Dado que se conoce cuál es la transfor-

mada de fourier de una señal cosenoidal, las demás componentes de frecuencias

del orden 1 corresponden a la escena. A partir de aquí, es posible determinar

en qué pixel ν es visto el punto tridimensional p. El proceso de obtención de

22



fase envuelta se encuentra en la sección 2.2, mientras que los algoritmos de

desenvolvimiento a analizar se detallan en la sección 2.3.

2.1.3. Coordenadas del plano diapositiva

Una vez que se ha estimado la fase sin discontinuidades ϕ(x, y), las coorde-

nadas del plano diapositiva se obtienen considerando que

ϕx(x, y) = 2πfxνx (2.3)

y

ϕy(x, y) = 2πfyνy; (2.4)

por lo tanto

ν(x, y) =
1

2π

ϕx(x, y)/fx
ϕy(x, y)/fy

 . (2.5)

En el caso del método espacial, las coordenadas ν se estiman con la fase desen-

vuelta del conjunto de rejillas de más alta frecuencia.

2.2. Extracción de fase envuelta

A continuación, se describen los métodos de obtención de fase envuelta a

estudiar.

2.2.1. Método de n-pasos

Considérese que se tiene un conjunto de n rejillas, ya sean Gx(ν) o Gy(ν),

las cuales fueron proyectadas sobre la escena. Cada imagen resultante se puede
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escribir como

Ik(x, y) = a(x, y) + b(x, y) cos [ϕ(x, y) + δk] , (2.6)

donde a(x, y) es la luz de fondo, b(x, y) es la luz de modulación, ϕ(x, y) es la

fase a recuperar y δk el k-ésimo k = 1, 2, . . . , n cambio de fase dado por

δk =
2π

n
(k − 1). (2.7)

Empleando la identidad trigonométrica cos(α + β) = cosα cos β − sinα sin β,

la ecuación (2.6) se reescribe como

Ik(x, y) = a(x, y) + b(x, y) cos[ϕ(x, y)] cos(δk)− b(x, y) sin[ϕ(x, y)] sin(δk).

(2.8)

A partir de la ecuación (2.8), es fácil ver que las imágenes de entrada se analizan

como series Fourier, es decir

I(x, y) = c1(x, y)f1(k) + c2(x, y)f2(k) + c3(x, y)f3(k), (2.9)

donde los datos conocidos son

f1(k) = 1, (2.10)

f2(k) = cos δk, (2.11)

f3(k) = − sin δk, (2.12)

24



mientras que las incógnitas son a(x, y), b(x, y) y ϕ(x, y), por lo que

c1(x, y) = a(x, y), (2.13)

c2(x, y) = b(x, y) cos[ϕ(x, y)], (2.14)

c3(x, y) = b(x, y) sin[ϕ(x, y)]. (2.15)

Finalmente, las funciones a(x, y), b(x, y) y ϕ(x, y) se recuperan como

a(x, y) =
1

n

n∑
k=1

Ik(x, y), (2.16)

b(x, y) =
2

n

√√√√( n∑
k=1

Ik(x, y) sin δk

)2

+

(
n∑

k=1

Ik(x, y) cos δk

)2

, (2.17)

ψ(x, y) = − arctan

(∑n
k=1 Ik(x, y) sin δk∑n
k=1 Ik(x, y) cos δk

)
. (2.18)

Dada la periodicidad de la función arctan, ψ(x, y) se encuentra en el rango

(−π, π], por lo cual es necesario el proceso de desenvolvimiento para eliminar

las discontinuidades y obtener ϕ(x, y). Posteriormente, se determinan las coor-

denadas ν a partir de la función de fase desenvuelta ϕ(x, y).

2.2.2. Método de Fourier

Una imagen de un patrón de franjas se puede modelar como una función

espacial en dos dimensiones [19], es decir

I(x, y) = a(x, y) + b(x, y) cos
[
2π(f0xx+ f0yy) + ϕ(x, y)

]
, (2.19)
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donde a(x, y) es la luz de fondo, b(x, y) la amplitud, f0x y f0y son las frecuencias

portadoras espaciales en los ejes x y y, respectivamente; y ϕ(x, y) la fase. En

este trabajo, las frecuencias portadoras fueron calculadas a partir de un único

valor de frecuencia f y un ángulo θ que determina la dirección de las franjas,

como

f0x = f cos(θ), (2.20)

f0y = f sin(θ). (2.21)

Utilizando notación compleja, (2.19) se puede expresar como

I(x, y) = a(x, y) +
1

2
b(x, y) exp[iϕ(x, y)] exp[2πi(f0xx+ f0yy)]

+
1

2
b(x, y) exp[−iϕ(x, y)] exp[−2πi(f0xx+ f0yy)],

I(x, y) = a(x, y)+c(x, y) exp[2πi(f0xx+f0yy)]+c(x, y)
∗ exp[−2πi(f0xx+f0yy)],

(2.22)

donde ∗ denota el complejo conjugado y c(x, y) es la amplitud compleja descrita

como

c(x, y) =
1

2
b(x, y) exp[iϕ(x, y)]. (2.23)

Si la imagen I(x, y) se pasa al dominio de la frecuencia empleando la trans-

formada de Fourier, entonces (2.22) se expresa como

Ĩ(fX , fY ) = A(fX , fY )+C(fX−fX0, fY −fY 0)+C
∗[−(fX+fX0),−(fY +fY 0)

]
,

(2.24)

considerando que las letras mayúsculas denotan la señal en el dominio de la
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frecuencia de sus correspondientes en minúsculas de (2.22) y que fX0, fY 0 son

las frecuencias portadoras a lo largo de los ejes x y y, respectivamente. A partir

de Ĩ(fX , fY ), se resuelve para ϕ(x, y) primeramente asilando el espectro de

primer orden C(fX − fX0, fY − fY 0) con un filtro en el dominio de la frecuencia

y, al aplicar la transformada inversa de Fourier en 2D al espectro asilado se

obtiene c(x, y). Finalmente, la fase se calcula a partir de c(x, y) como

ψ(x, y) = arctan
{ I[c(x, y)]

R[c(x, y)]

}
, (2.25)

donde I(.) y R(.) son operadores que devuelven la parte imaginaria y real de

su entrada, respectivamente. Sin embargo, es importante mencionar que la fase

obtenida hasta el momento ψ(x, y) están dentro del rango (−π, π] debido a la

periodicidad de la función arco tangente. La fase sin discontinidades ϕ(x, y) se

obtiene al aplicar un algoritmo de desenvolvimiento de fase.

2.2.3. Filtrado del espectro de primer orden

A grandes rasgos, el proceso de obtención de fase envuelta por transformada

de Fourier se divide en tres grandes bloques: transformada de Fourier 2D del

patrón de franjas deformado por la escena y capturado por la cámara, filtrado

del espectro de primer orden en el dominio de la frecuencia, y transformada

inversa de Fourier 2D de las frecuencias filtradas [9, 20]. De las etapas anteriores,

la más crucial es el filtrado del espectro de primer orden. Esto se debe a que

el filtro debe captar la mayor cantidad de información del espectro de primer

orden, rechazando a la vez las frecuencias correspondientes al orden cero u otros

espectros [21].
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Filtros de ventana

A continuación, se describirán los filtros [22, 23, 24] estudiados en términos

de

d1 =
√

(fX − fX1)2 + (fY − fY 1)2, (2.26)

y

d2 =

√
(fX − fX1)2

sx
+

(fY − fY 1)2

sy
, (2.27)

donde (fX1, fY 1) es el centro del filtro, cuyo ancho y largo están determinados

por los escalares sx y sy, respectivamente. Además, es importante considerar

que la mayoría de los filtros a describir a continuación se diseñan con un valor

de umbral m.

1. Hanning. El filtro Hanning es uno de los más implementados actualmente,

se encuentra descrito como

W1(fX , fY ) =


1
2 +

1
2 cos

(
πd1
m1

)
si d1 ≤ m1,

0 otra manera.
(2.28)

2. Hamming. El filtro Hamming se construye como

W2(fX , fY ) =


27
50 +

23
50 cos

(
πd1
m2

)
si d1 ≤ m2,

0 otra manera.
(2.29)

3. Cross-shaped Hanning. Se trata de una variante del filtro Hanning,
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descrita como

W3(fX , fY ) = max
[
W3a(fX , fY ),W3b(fX , fY )

]
, (2.30)

donde max[.] es un operador que devuelve el valor más grande de sus

entradas,

W3a(fX , fY ) =


1
2 +

1
2 cos (πda) si da ≤ 1,

0 otra manera,
(2.31)

W3b(fX , fY ) =


1
2 +

1
2 cos (πdb) si db ≤ 1,

0 otra manera,
(2.32)

y

da =

√
(fX − fX1)2

m2
a

+
(fY − fY 1)2

(k1ma)2
, (2.33)

db =

√
(fX − fX1)2

(k2mb)2
+

(fY − fY 1)2

m2
b

, (2.34)

donde k1ma, k2mb definen los ejes mayores y ma, mb los ejes menores de

las dos elipses, y

ma = m3f cos(θ), (2.35)

mb = m3f sin(θ). (2.36)
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4. Blackman. El filtro Blackman está definido como

W4(fX , fY ) =


21
50 +

1
2 cos

(
πd1
m4

)
+ 2

25 cos
(
2πd1
m4

)
si d1 ≤ m4,

0 otra manera.
(2.37)

5. Rectangular. Es el filtro binario más básico, descrito como

W5(fX , fY ) =


1 si d2 ≤ 1,

0 otra manera.
(2.38)

6. Tukey. El filtro Tukey es una variante del filtro rectangular, la cual pre-

senta en los extremos una transición cosenoidal. Este filtro queda definido

como

W6(fX , fY ) =


1
2 +

1
2 cos

[
π
(
d2+λ−1

λ

)]
si 1− λ < d2 ≤ 1,

1 si d2 ≤ 1− λ,

0 otra manera.

(2.39)

donde λ ∈ (0, 1) es un escalar que determina porcentaje de transición del

filtro en los bordes.

7. Gaussian. El filtro Gaussiano se construye como

W7(fX , fY ) = exp

[
−(fX − fX1)

2

2σ2x
− (fY − fY 1)

2

2σ2y

]
, (2.40)

donde σx, σy son escalares que determinan el largo y ancho del filtro, res-

pectivamente.

30



2.3. Desenvolvimiento de fase

Después de que se han procesado las patrones de franjas deformados se ob-

tiene una distribución de fase ψ(x, y) o ψ(i, k) denominada fase envuelta. Sin

embargo ψ(i, j) se encuentra en el rango [−π, π) radianes [25]. Por lo que, para

obtener la distribución de fase ϕ(i, j) que describe al objeto de interés se deben

eliminar las discontinuidades de ψ(i, j) mediante el proceso de desenvolvimiento

de fase [26].

A continuación, se describen 2 métodos de desenvolvimiento de fase espacia-

les, útiles para implementarse en la metrología por transformada de Fourier, y

un método temporal.

2.3.1. Método de multifrecuencia

Si la frecuencia f1 del primer conjunto de rejillas G1 es

0 < f1 ≤ 1, (2.41)

entonces las rejillas G1 poseen una franja, por lo que no se necesita desenvolvi-

miento, es decir

ψ1(x, y) = ϕ1(x, y), (2.42)

donde ψ1 es la fase envuelta y ϕ1 la fase desenvuelta.

Sin embargo, aunque con una franja no se necesite el desenvolvimiento de

fase, esta no es suficiente para captar todos los detalles de la escena. Por lo cual,

un nuevo conjunto de rejillas G2 de mayor frecuencia espacial f2 es proyectada.

En este caso, el algoritmo de obtención de fase envuelta regresará una función
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de la forma

ψ2(x, y) = ϕ2(x, y)− 2πh2(x, y), (2.43)

donde h2(x, y) es una función de números enteros que determina los saltos en-

tre periodos. Tomando en cuenta que las frecuencias espaciales f1 y f2 están

relacionadas como

f2 = α1f1, (2.44)

donde α1 > 1 es un multiplicador de frecuencia estimado según [18]; entonces

las fases desenvueltas ϕ1 y ϕ2 están también relacionadas como

ϕ2(x, y) = α1ϕ1(x, y). (2.45)

Sustituyendo la ecuación (2.45) en (2.43) se tiene que

h2(x, y) = round
(
α1ϕ1(x, y)− ψ2(x, y)

2π

)
, (2.46)

por lo que la fase desenvuelta está dada por

ϕ2(x, y) = ψ2(x, y) + 2πh2(x, y). (2.47)

Este proceso se repite para procesar el conjunto de rejillas que codifican el eje

y del plano diapositiva.
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2.3.2. Rounding least-squares

Conforme al método de desenvolvimiento de fase propuesto en [27] y a la

ecuación (A.13), la fase envuelta ψ(i, j) ∈ [−π, π) se puede modelar como

ψ(i, j) = ϕ(i, j)− 2πk(i, j), (2.48)

donde ϕ(i, j) es la fase desenvuelta a ser recuperada y k(i, j) es una función de

valores enteros.

Considerando el gradiente de la ecuación (2.48), se tiene que

round
( 1

2π
∇ψ(i, j)

)
= round

( 1

2π
∇ϕ(i, j)−∇k(i, j)

)
, (2.49)

= round
( 1

2π
∇ϕ(i, j)

)
−∇k(i, j), (2.50)

donde round(.) es un operador que devuelve el número entero más cercano de la

entrada y ∇k(i, j), al igual que k(i, j), está conformada por números enteros.

La expresión (2.50) se puede resolver para ∇k(i, j) al considerar que cumple

con la condición de muestreo de Nyquist,

|∇ϕ(i, j)| < π, (2.51)

entonces |∇ϕ(i, j)/(2π)| es menor a 1/2 y, al aplicar el operador de redondeo,

equivale a cero. Por lo tanto

∇k(i, j) = −round
( 1

2π
∇ψ(i, j)

)
. (2.52)
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De esta manera, es posible estimar k(i, j) a partir de ∇k(i, j) al minimizar

min
{
∥kx − k̃LT

x∥2F + ∥ky − Lyk̃∥2F
}
, (2.53)

donde ∥.∥F denota la norma de Frobenious; Lx y Ly se describen en (2.64),

(2.65), respectivamente; kx = ∂k(i, j)/∂x, ky = ∂k(i, j)/∂y; y k̃ es la función a

aproximar.

Al diferenciar (2.53) respecto a k̃ se obtiene

Ak̃ + k̃B = C, (2.54)

donde A = LT
yLy, B = LT

xLx y C = LT
y ky + kxLx. Para estimar k̃ a partir de

(2.54), primeramente se descompone B en sus valores singulares

B = UΣV T , (2.55)

generando la expresión

Ak̃U + k̃BU = CU. (2.56)

Multiplicando el término k̃BU por la matriz identidad I = UUT , se tiene

Ak̃U + k̃BU = CU, (2.57)

o

AK +KΣ = D, (2.58)

donde K = k̃U y D = CU . Las columnas de la matriz K = [k1, k2, . . . , kN ] se

34



estiman como

ki = (A+ σiI)
−1di, (2.59)

considerando que i = 1, 2, . . . , N , di son las columnas de la matriz D y σi los

valores singulares de la matriz diagonal Σ.

Finalmente,

k̃ = round
(
KUT

)
, (2.60)

y la fase desenvuelta se calcula como

ϕ(i, j) = ψ(i, j) + 2πk̃. (2.61)

2.3.3. Método de Fourier

En el algoritmo propuesto en [28, 10], el problema de desenvolvimiento de

fase se aborda minimizando

min∥W [∇ψ(i, j)]−∇ϕ(i, j)∥p, (2.62)

donde ∥.∥p denotan la norma Euclideana p y

∇f(x, y) =

∂f/∂x
∂f/∂y

 =

fLT
x

Lyf

 , (2.63)

considerando que [.]T es la transpuesta, Lx y Ly dos matrices que aproximan

las primeras diferencias definidas como

Lx =
[
0⃗N−1 I(N−1)

]
−
[
I(N−1) 0⃗N−1

]
, (2.64)
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Ly =
[
0⃗M−1 I(M−1)

]
−
[
I(M−1) 0⃗M−1

]
, (2.65)

siendo 0⃗a un vector de a×1 con todas sus entradas iguales a cero y Ia la matriz

identidad de tamaño a× a.

Específicamente, el desenvolvimiento de fase utilizando la transformada de

Fourier es un caso especial cuando p = 2, por lo que (2.62) se reduce a la

ecuación de Poisson. Es decir,

(ϕi+1,j − 2ϕi,j + ϕi−1,j) + (ϕi,j+1 − 2ϕi,j + ϕi,j−1) = ρi,j, (2.66)

donde

ρi,j = (∆x
i,j −∆x

i−1,j) + (∆y
i,j −∆y

i,j−1), (2.67)

∆x
i,j =W [ψ̃i+1,j − ψ̃i,j], (2.68)

∆y
i,j =W [ψ̃i,j+1 − ψ̃i,j], (2.69)

y

ψ̃i,j =



ψi,j (0 ≤ i ≤M, 0 ≤ j ≤ N)

ψ2M−i,j (M < i ≤ 2M, 0 ≤ j ≤ N)

ψi,2N−j (0 ≤ i ≤M,N < j < 2N)

ψ2M−i,2N−j (M < i < 2M,N < j < 2N)

. (2.70)

Debido a que ρi,j es periódica, se calcula su transformada de Fourier Pm,n
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dentro de los límites 0 ≤ i < 2M y 0 ≤ j < 2N , por lo que

Φm,n =
Pm,n

2 cos(πm/M) + 2 cos(πn/N)− 4
, (2.71)

donde Φm,n es la transformada de Fourier de ϕ̃i,j. La fase desenvuelta desea-

da ϕ(i, j) se obtiene al calcular la transformada de Fourier inversa de Φm,n y

restringir la respuesta entre 0 ≤ i ≤M y 0 ≤ j ≤ N .

2.4. Calibración del sistema

Una vez que se tienen las coordenadas del plano imagen y del plano diaposi-

tiva, es importante conocer la posición de los dispositivos respecto a un sistema

de referencia global, para poder implementar un algoritmo de triangulación. En

esta sección se describe el proceso de calibración implementado, el cual está

basado en el uso de patrones en dos dimensiones (2D).

2.4.1. Modelo pinhole

En el modelo pinhole, un punto en el espacio p =
[
px py pz

]T
es captado

en el plano del dispositivo como

η = H−1
[
CH

[
p
]]
, (2.72)

donde H es el operador homogéneo y H−1 el operador homogéneo inverso des-

critos en [29]; y C es la matriz del dispositivo dada por

C = K
[
RT −RT t

]
, (2.73)
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donde K es la matriz de parámetros intrínsecos, R define su rotación y t su

traslación [30]. Un caso particular de la matriz C resulta cuando el sistema de

referencia del dispositivo coincide, tanto en orientación como en traslación, con

el sistema de referencia global. De esta manera, se dice que el dispositivo esta

centrado, provocando que R sea la matriz identidad de 3 × 3 y t un vector de

ceros de 3× 1.

2.4.2. Calibración

El método de calibración implementado asume que tanto la cámara como el

proyector se pueden modelar como pinhole. Aquí se busca estimar la matriz C

(2.73), conociendo de antemano i cantidad de puntos en el espacio tridimesional

pi y sus correspondientes en el plano del dispositivo ηi, obsérvese la fig. 2.4.

Figura 2.4: Diagrama de la estimación de C utilizando correspondencias entre puntos en el
plano de referencia ρi y puntos en coordenadas pixel en el plano del dispositivo ηi.

La calibración se simplifica aún más cuando se considera que los puntos pi

son coplanares en xy, entonces

ρ1 =
[
px1 py1 0

]T
,

ρ2 =
[
px2 py2 0

]T
,

...

ρi =
[
pxi pyi 0

]T
.

(2.74)
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De esta manera, el proceso de formación de imágenes descrito en (2.72) se

reescribe como

ηi = H−1
[
GH

[
ρi

]]
, (2.75)

donde G es una matriz homografía no singular dada por

G = KRT
[
q1 q2 s− t

]
, (2.76)

considerando que el plano de referencia se encuentra descrito por las dos prime-

ras columnas de su matriz de rotación q1, q2 y su vector de posición s. Una vez

que se obtiene al menos tres matrices G, se puede determinar los parámetros

intrínsecos del dispositivo. Sin embargo, se obtiene una matriz R y un vector t

por cada k-ésima configuración, obsérvese la fig. 2.5. Los algoritmos para obte-

ner los parámetros intrínsecos K y extrínsecos (R, t) del dispositivo se detallan

en el apéndice B de [29].

Figura 2.5: Esquematización del proceso de calibración de un dispositivo utilizando i número
de puntos en k diferentes poses.

2.4.3. Calibración simultánea

Aunque el método de calibración previo es computacionalmente sencillo de

implementar, en la práctica resulta tedioso porque se necesita repetir 2 veces el
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proceso descrito en la fig. 2.5. Para calibrar el sistema cámara-proyector a partir

de un solo conjunto de imágenes, se explota la descomposición de estas en los

canales rojo, verde y azul. De esta manera, para obtener las correspondencias

(ρ,µ) se caracteriza el plano de referencia con un patrón de ajedrez amarillo,

mientras que el plano diapositiva del proyector es proyectado encima como un

patrón de ajedrez cyan [31]. La descomposición en el modelo de color RGB de

una imagen de los patrones superpuestos se encuentra en la fig. 2.6, donde se

aprecia que en el canal azul se observa el plano de referencia y en el rojo el

plano diapositiva.

(a) (b)

(c)

Figura 2.6: Descomposición de la imagen de entrada (a) según el modelo de color RGB. En
(b) y (c) se muestran los canales rojo y azul, respectivamente.

A continuación se describen el proceso para conocer los parámetros intrínse-

cos y extrínsecos de cada dispositivo utilizando un único conjunto de imágenes.
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1. Estimación de las homografías de la cámara Gck. Utilizando la in-

formación del canal azul se obtienen puntos pixel en el plano imagen del

k-ésimo conjunto µi,k y se asocian a sus correspondientes en el plano de

referencia ρi,k. Con esta información, se estima una matriz homografía Gck

para cada k-ésimo conjunto de imágenes utilizando en el apéndice A de

[29].

2. Matrices homografía del proyector Gpk. Aunque el patrón cyan que

caracteriza el plano diapositiva es recuperado en el canal rojo, no es posible

relacionar directamente puntos pixel νi,k con sus correspondientes ρi,k. En

su lugar, se construyen matrices homografía Gk que relacionan el i-ésimo

pixel del plano diapositiva con su correpondiente en el plano imagen en la

k-ésima pose, es decir

µi,k = H−1
[
GkH

[
νi,k

]]
, (2.77)

donde Gk = GckG
−1
pk

. Por consiguiente, utilizando las matrices Gck obte-

nidas en el punto uno, las homografías Gpk , que transforman puntos en el

plano de referencia ρi,k a sus correspondientes en el plano diapositiva νi,k,

se estiman como

Gpk = G−1k Gck. (2.78)

3. Obtención de los parámetros intrínsecos y extrínsecos de los dis-

positivos. Los parámetros intrínsecos y extrinsecos de la cámara y el pro-

yector son estimados utilizando Gck y Gpk , respectivamente. Los algoritmos

empleados se detallan en el apéndice B de [29].

41



2.5. Obtención de puntos tridimensionales

Considere que un pixel ν = [νx, νy]
T del proyector genera un rayo de luz que

ilumina un punto p del espacio 3D, y que este es observado por la cámara en

el pixel µ = [µx, µy]
T , como se muestra en la fig. 2.7. Asumiendo que cono-

cemos las coordenadas pixel de los puntos µ y ν en la cámara y el proyector,

respectivamente, el punto p del espacio 3D se obtiene a través de un proceso

de triangulación. En la presente sección, se describe el método de triangulación

usado en este trabajo. En particular, el método de triangulación empleado tiene

la característica de requerir solo una de las dos componentes de las coordenadas

pixel ν en el proyector. Esta característica del método de triangulación es de

gran importancia porque reduce a la mitad el número de imágenes a procesar.

Este método de triangulación fue parte del contenido publicado en el artículo

[32].

La fig. 2.7 ilustra el proceso de triangulación cuando solo una componente del

punto ν en el proyector es conocida. Debido a que solamente se está proyectando

un eje del plano diapositiva, p se calcula como la intersección de la línea ℓ (que

representa el rayo de luz detectado por la cámara) y el plano h (que representa el

plano de luz generado por el proyector a través de encender todos los pixeles con

coordenadas νx). Los algoritmos se realizaron suponiendo que los dispositivos

del perfilómetro se pueden representar usando el modelo pinhole, en el cual no

se considera distorsión radial introducida por las lentes de los dispositivos [33,

29]. A continuación, se presenta una descripción del algoritmo de triangulación

implementado.
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Figura 2.7: Problema de triangulación cuando solamente se conocen las dos componentes del
punto ν (generando un rayo de luz) o cuando solo se conoce la componente νx (generando
un plano de luz que ilumina el objeto).

2.5.1. Algoritmos de triangulación

Distancia mínima línea-punto-plano

Este método propone estimar p a partir de minimizar la distancia al cuadrado

entre la línea dada por

ℓ = t1 + λb, (2.79)

y los puntos 3D del plano generado a partir de la coordenada νx

gT (h− t2) = 0; (2.80)

donde λ es un factor de escala, b = RK−1H
[
µ
]

es la dirección del rayo de luz

ℓ capturado por la cámara y g es la normal del plano de luz generado por el
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proyector, dada por

g = RKT
[
1 0 −νx

]T
. (2.81)

Considerando que la distancia r al cuadrado entre un el punto p y la línea

esta dada por

∥r∥ = (p− t1)
TD(p− t1), (2.82)

y que la distancia al cuadrado entre el punto p y el plano se estima como(
gT (p− t2)

∥g∥

)2

=
1

gTg
(p− t2)

TggT (p− t2), (2.83)

entonces el punto de la escena p se calcula minimizando la expresión

Q(p) = (p− t1)
TD(p− t1) + (p− t2)

TG(p− t2), (2.84)

donde

G =
ggT

gTg
(2.85)

y

D = I3 −
bbT

bTb
, (2.86)

siendo I3 la matriz identidad de 3× 3. Por lo tanto, al resolver ∂Q(p)/∂p = 03

el punto de la escena observada se estima como

p =
(
D +G

)−1(
Dt1 +Gt2

)
. (2.87)
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Capítulo 3

Evaluación de la demodulación de fase

3.1. Simulación de la demodulación de fase

La evaluación por simulación se realizó utilizando Matlab 2021b en una

computadora con procesador Intel Core i5-7300HQ y 16 GB de RAM. Para

evaluar la exactitud y robustez del proceso de demodulación de fase, se genera-

ron 3 patrones de franjas, de 500× 500 pixeles según la Eq. (2.19), a partir de

las funciones de fase

ϕ1(x, y) = peaks(x, y), (3.1)

ϕ2(x, y) =


v(x, y) 0 < v(x, y) < 4,

4 v(x, y) > 4,

0 v(x, y) < 0,

(3.2)

ϕ3(x, y) =


0 x2 + y2 > 0.75,

50
√
1− x2 − y2 − 25 de otra manera,

(3.3)
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donde peaks(.) es la función picos de Matlab y

v(x, y) = 4 cos(3πx) + 4 cos(3πy); (3.4)

considerando que la luz de fondo a(x, y) y la amplitud b(x, y) están dadas por

a(x, y) = 160− 15x− 36x2 − 15y − 36y2, (3.5)

b(x, y) = 15 + 8x+ 35x2 − x3 − 30x4 + 13y + 35y2 − y3 − 30y4. (3.6)

Dado que mientras más separado esté el espectro de primer orden del de orden

cero incrementa la exactitud del proceso, las frecuencias portadoras se eligieron

de tal forma que ambos espectros estuvieran cerca. Es decir, los algoritmos

de demodulacion de fase se evaluaron en el caso más difícil. Por lo tanto, las

frecuencias portadoras fx0 y fy0 de los patrones generados se estimaron según las

Eqs. (2.20),(2.21); considerando en cada caso a θ = 0◦ y a f = 40. Las funciones

de fase, las imágenes resultantes y los respectivos espectros de frecuencias se

observan en la fig. 3.1.

3.1.1. Evaluación de precisión

En la evaluación de la precisión del proceso de demodulación de fase, la fase

envuelta se obtuvo utilizando el método de Fourier y el espectro de primer orden

fue filtrado con cada una de las ventanas descritas en la sección 2.2.3 con las

especificaciones de la tabla 3.1. Posteriormente, la fase envuelta obtenida se

desenvolvió con 4 diferentes algoritmos, dos de ellos son motivo de estudio en

el presente trabajo 2.3 y se compararon con los propuestos es [1], [2]. Dado que
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h) (i)

Figura 3.1: (a)-(c) Funciones de fase propuestas, con las cuales se generan sus respectivos
patrones de franjas (d)-(f). En (g)-(i) se observa la representación en el dominio de la fre-
cuencia de los patrones de franjas generados.

se conocen las funciones de fase exactas, se estimó el error cuadrático medio

(RMS) y la desviación estándar del error respecto de las fases obtenidas con

cada algoritmo de desenvolvimiento, los cuales se muestran en las figs. 3.2, 3.3,

3.4, respectivamente.
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Figura 3.2: Errores de la demodulación de la primer función de fase ϕ1. En la primer fila se
muestran los errores RMS, mientras que en la segunda la desviación estándar de los errores,
según los algoritmos de desenvolvimiento del método de fourier (a)(e), redondeo de mínimos
cuadrados (b)(f), desenvolvimiento de campo completo [1] (c)(g) y desenvolvimiento basado
en la ecuación de transporte de intensidad [2] (d)(h).
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Figura 3.3: Errores de la demodulación de la segunda función de fase ϕ2. En la primer fila se
muestran los errores RMS, mientras que en la segunda la desviación estándar de los errores,
según los algoritmos de desenvolvimiento del método de fourier (a)(e), redondeo de mínimos
cuadrados (b)(f), desenvolvimiento de campo completo [1] (c)(g) y desenvolvimiento basado
en la ecuación de transporte de intensidad [2] (d)(h).
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Figura 3.4: Errores de la demodulación de la tercer función de fase ϕ3. En la primer fila se
muestran los errores RMS, mientras que en la segunda la desviación estándar de los errores,
según los algoritmos de desenvolvimiento del método de fourier (a)(e), redondeo de mínimos
cuadrados (b)(f), desenvolvimiento de campo completo [1] (c)(g) y desenvolvimiento basado
en la ecuación de transporte de intensidad [2] (d)(h).
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Especificaciones
Filtro ϕ1 ϕ2 ϕ3

Hanning m1 = 0.85f
Hamming m2 = 0.85f

Cross Hanning m3 = 0.85, k1 = k2 = 2
Blackman m4 = 0.85f
Gaussian σx = σy = 10 σx = σy = 12 σx = σy = 11

Rectangular sx = sy = 20 sx = sy = 25 sx = 30, sy = 50
Tukey sx = sy = 20, λ = 0.4 sx = sy = 25,λ = 0.4 sx = 30, sy = 50,λ = 0.4

Tabla 3.1: Especificaciones de los filtros utilizado en las evaluaciones por simulación del
proceso de demodulación de fase.

3.1.2. Robustez

La robustez al ruido del proceso de demodulación de fase se estimó al agregar

ruido gaussiano, de media cero con distintos valores de varianza σ, a los patrones

de franjas de la segunda fila de la fig. 3.1. El error cuadrático medio de la función

de fase recuperada en cada nivel de ruido se observa en las gráficas de las figs.

3.5,3.6 y 3.7.

3.1.3. Tiempo de procesamiento

Analizando los resultados de las pruebas previas a los métodos de desenvol-

vimiento espaciales, se puede notar que aquellos con menor error RMS son el

método por transformada de Fourier y el Rounding least-squares. Por lo cual, se

procedió a evaluar su tiempo de procesamiento mediantes simulación en el soft-

ware Matlab 2021b en una computadora con procesador Intel Core i5-7300HQ

y 16 GB de RAM. Para ello, se construyeron funciones de fase de la forma

ϕ(x, y) = 4peaks(6X − 3, 6Y − 3), (3.7)
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 3.5: Resultados de la prueba de robustez de la primer función de fase ϕ1 con los
algoritmos de desenvolvimiento de Fourier (a), redondeo de mínimos cuadrados (b), campo
completo (c) y el basado en la ecuación de transporte de intensidad (d).

donde peaks(.) es la función picos de Matlab, X y Y son matrices de N × N

pixeles, donde N iba aumentando de 200 a 2400 pixeles. Dado que se va a

evaluar el tiempo de procesamiento de los algoritmos de desenvolvimiento de

fase, empleando el operador de envolvimiento A.5 se obtuvo la fase envuelta de

entrada, obsérvese la fig. 3.8. Los resultados de la evaluación se muestran en la

gráfica de la fig. 3.9.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 3.6: Resultados de la prueba de robustez de la segunda función de fase ϕ2 con los
algoritmos de desenvolvimiento de Fourier (a), redondeo de mínimos cuadrados (b), campo
completo (c) y el basado en la ecuación de transporte de intensidad (d).

(a) (b)

(c) (d)

Figura 3.7: Resultados de la prueba de robustez de la tercer función de fase ϕ3 con los
algoritmos de desenvolvimiento de Fourier (a), redondeo de mínimos cuadrados (b), campo
completo (c) y el basado en la ecuación de transporte de intensidad (d).
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(a) (b)

Figura 3.8: En (a) se aprecia la función de fase cuando N = 2400 pixeles, mientras que en
(b) su correspondiente fase envuelta.

Figura 3.9: Resultados de la evaluación del tiempo de procesamiento de los algoritmos de
desenvolvimiento por transformada de Fourier y Rounding least-squares.
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Capítulo 4

Evaluación de la digitalización

tridimensional

4.1. Comparación experimental de digitalización

Para la comparación experimental del proceso de digitalización entre la de-

modulación, se calibró una cámara (UI-3880CP de 3088×2076 pixeles y longitud

focal de 6mm) y un proyector (Kodak Luma 150 de 720×1280 pixeles) según el

método de la sección 2.4.3. Los parámetros intrínsecos y extrínsecos del sistema

cámara-proyector obtenidos se muestran en la tabla 4.1.

Intrínsecos
k11 k12 k13 k22 k23 k33

Camera 2.2285 −0.0031 0.0045 2.2297 −0.0228 1
Proyector 3.3608 0.0023 −0.0493 3.3382 0.5534 1

Extrínsecos
ℓ1 ℓ2 ℓ3 γ tx ty tz

Camera 0.3430 −0.9382 0.0462 0.3095 138.25 76.47 189.58
Proyector 0.8987 −0.4146 0.1431 0.0744 83.85 27.07 275.86

Tabla 4.1: Parámetros intrínsecos y extrínsecos del sistema cámara-proyector experimental.
La matriz de rotación está dada en la notación de Rodruigues, donde el eje de rotación está
en coordenadas polares; mientras que el vector de traslación está en milímetros.
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Seguidamente, se proyectó sobre la escena 4 conjuntos de rejillas Gx con 10

corrimientos de fase y α = 4.7425, y una rejilla con frecuencia portadora según

la ecuación (2.19) con fx = 100 y fx = 0. La fase envuelta del conjunto de

rejillas con más alta frecuencia Gx se muestra en la fig. 4.1(a), mientras que

la fase envuelta obtenida por el método de Fourier se observa en la fig. 4.1(b).

Considerando la evaluación de los filtros de la sección 3.1, para el método de

obtención de fase envuelta por el método de Fourier se utilizó el filtro Cross-

shaped Hanning centrado en fx0 = 120, fy0 = 0 y m = 108. En la fig. 4.2 se

aprecia el espectro de primer orden filtrado.

(a) (b)

Figura 4.1: Fases envueltas obtenidas con (a) el método temporal de n-pasos y (b) el método
espacial por transformada de Fourier.

Teniendo las fases envueltas de las rejillas Gx, se estimó la fase envuelta con

el algoritmo descrito en la sección 2.3.1. En el caso de la fase envuelta obtenida

por el método de Fourier, se compararon los métodos de desenvolvimiento por

transformada de Fourier, Rounding least-squares, campo completo y el basa-
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(a) (b)

Figura 4.2: En (a) se muestra el espectro de frecuencias del patrón de franjas utilizado para
demodular fase por el método de Fourier, mientras que en (b) se muestra el espectro de
primer orden filtrado.

do en la ecuación de transporte de intensidad. Las coordenadas de un eje del

plano diapositiva νx recuperadas por el método temporal y los métodos de des-

envolvimiento espacial se muestran en la figura 4.3. Los errores absolutos de los

métodos de desenvolvimiento espacial se estimaron al contrastar con las coor-

denadas obtenidas por el desenvolvimiento temporal, los resultados se aprecian

en la fig 4.4.

Finalmente, considerando los parámetros de los dispositivos del perfilómetro

experimental (tabla 4.1) y el algoritmo de triangulación descrito en la sección

2.5.1, se obtienen los objetos tridimensional de la fig. 4.5. Dado que el método

temporal es más robusto que los espaciales, los errores absolutos en la digitali-

zación se compararon con el objeto obtenido demodulando fase con el método

temporal, obsérvese la fig. 4.6.
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(a) (b) (c)

(d) (e)

Figura 4.3: Coordenadas del plano diapositiva νx recuperadas a partir de las fases desenvueltas
estimadas por los métodos de desenvolvimiento por (a) multifrecuencia, (b) transformada de
Fourier, (c) Rounding least-squares, (d) Campo completo y (e) el basado en la ecuación de
transporte de intensidad.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.4: Errores absolutos en la recuperación de las coordenadas del plano diapositiva
νx a partir de las fases desenvueltas estimadas por los métodos de desenvolvimiento por (a)
transformada de Fourier, (b) Rounding least-squares, (c) Campo completo y (d) el basado
en la ecuación de transporte de intensidad.
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(a) (b) (c)

(d) (e)

Figura 4.5: Objeto digitalizado empleando los métodos de desenvolvimiento por (a) multifre-
cuencia, (b) transformada de Fourier, (c) Rounding least-squares, (d) Campo completo y (e)
el basado en la ecuación de transporte de intensidad.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.6: Errores en el objeto digitalizado empleando los métodos de desenvolvimiento por
(a) transformada de Fourier, (b) Rounding least-squares, (c) Campo completo y (d) el basado
en la ecuación de transporte de intensidad.
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Capítulo 5

Conclusiones

A pesar de que los métodos temporales (Phase-Shifting) posean una alta

precisión y robustez al ruido ambiental, estos tienen la gran desventaja de re-

querir proyectar múltiples patrones de franjas para obtener fase. Por ende, en

aplicaciones de digitalización dinámica resulta un inconveniente. Por el contra-

rio, la demodulación de fase con métodos espaciales, como el de la transformada

de Fourier, requieren únicamente un único patrón de franjas. Sin embargo, su

implementación es necesario saber adecuar cada parte del proceso para un resul-

tado óptimo. En el presenté trabajo de tesis se analizaron todos los aspectos que

intervienen en la demodulación de fase utilizando la transformada de Fourier,

para posteriormente realizar una adecuada digitalización de la escena observada.

A continuación, se enumeran las conclusiones de este trabajo.

Se analizó el proceso de obtención de fase envuelta por el método de Fou-

rier. En este proceso, la parte crucial resulta en el adecuado aislamiento de

los espectros de primer orden, puesto que esto garantiza la calidad de la

fase envuelta a estimar. En el presente trabajó se compararon los 7 filtros

de ventana más comunes en la literatura, pudiendo evaluar su precisión
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y robustez al ruido. Para ello, se propusieron 3 funciones de fase y se ge-

neraron patrones de imágenes I(x, y) mediante simulación. Los resultados

muestran que el filtro Cross-shaped Hanning es el más robusto y preciso

para aislar el espectro de primer orden.

Una vez que se obtuvo la fase envuelta, se compararon 4 métodos de desen-

volvimiento espaciales: por transformada de Fourier [28], Rounding least-

squares [27], de campo completo [1] y el basado en la ecuación de transporte

de intensidad [2]. Analizando los resultados obtenidos en las pruebas en si-

mulación y experimentales, se determinó que el desenvolvimiento de fase

por el método de Fourier fue el más preciso y a la vez con menos costo

computacional.

Se construyó un perfilómetro experimental con uná cámara y un proyec-

tor, los cuales se calibraron utilizando el modelo pinhole y el método de

calibración simultánea [31]; con el cual se digitalizó objeto continuo con

el método espacial y el temporal. Los resultados mostraron que el método

temporal fue el más robusto, sin embargo se procesaron 48 patrones de

franjas. Por el contrario, también se observó que el modelo tridimensional

con menor error al procesar un único patrón de franjas corresponde al cal-

culado cuando se demodula fase utilizando la transformada de Fourier. Por

lo cual, se concluye que el implementar la transformada de Fourier tanto

para obtener fase como para el proceso de desenvolvimiento, es la mejor

alternativa cuando la superficie a reconstruir es dinámica y no presenta

discontinuidades.
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Apéndice A

Preliminares matemáticos

A.1. Operador homogéneo

A diferencia de un vector a ∈ Rn expresado en coordenadas cartesianas, se

puede representar en coordenadas homogéneas a partir del operador Hs como

a


a1

a2
...

an

 ,Hs[a] =



a1

a2
...

an

s


, (A.1)

donde s es un factor de escala, cuando s = 1 se omite el subíndice del ope-

rador homogéneo (H). De está forma se puede decir que un vector cualquiera

n-dimensional expresado en coordenadas cartesianas, adquiere una dimensión

adicional cuando se pasa al espacio de las coordenadas homogéneas.

64



A.2. Operador homogéneo inverso

El operador homogéneo inverso H−1s tiene como entrada un vector expresado

en coordenadas homogéneas y lo transforma a su correspondiente en coordena-

das cartesianas. Este está definido como

H−1s [a] =
s

S[a]
H−10 [a], (A.2)

donde s es el factor de escala, S[.] es un operador que devuelve la última com-

ponente del vector de entrada, y H−10 es un operador que devuelve el vector de

entrada excepto su ultima componente.

A.3. Operador floor

Dado un número decimal arbitrario x, el operador floor devuelve el entero

menor más próximo. Es decir

⌊x⌋ = max{n ∈ Z|n ≤ x}, (A.3)

donde max{.} es un operador que devuelve el máximo valor dentro de un con-

junto, n es un número entero y Z es el conjunto de todos los números enteros.

Las propiedades del operador ⌊.⌋ más relevantes para el problema de desen-

volvimiento de fase se presentan a continuación.

La entrada es un número entero n,

⌊n⌋ = n. (A.4)
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La entrada es la suma de un número decimal x y un entero n,

⌊x+ n⌋ = ⌊x⌋+ n. (A.5)

A.4. Operador modulo

El operador módulo, denotado por mod(a, b), devuelve el residuo de la divi-

sión entera de a entre b. Considerando que a se puede expresar como

a = nb+ mod(a, b), (A.6)

donde n es un número entero; entonces

a

b
=
nb+ mod(a, b)

b
= n+

mod(a, b)
b

. (A.7)

Aplicando el operador floor a (A.7) se tiene que⌊
a

b

⌋
=

⌊
n+

mod(a, b)
b

⌋
= n+

⌊
mod(a, b)

b

⌋
= n, (A.8)

puesto que
mod(a, b)

b
< 1. (A.9)

Por lo tanto, mod(a, b) se puede definir a partir de (A.6) y (A.8) como

mod(a, b) = a− nb = a− b
⌊
a

b

⌋
, (A.10)

donde el residuo se encuentra en el intervalo [0, y).
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El operador mod(a, b) descrito en (A.10) posee la siguiente propiedad

mod(a+ kb, b) = mod(a, b), (A.11)

cuando k sea un número entero.

A.5. Operador de envolvimiento

El operador de envolvimiento W [.] de un número real x esta descrito como

W [x] = mod(x+ π, 2π)− π (A.12)

= x− 2π

⌊
x+ π

2π

⌋
, (A.13)

dondeW [x] ∈ [−π, π). Sus propiedades se enlistan a continuación, considerando

que n es un número entero.

W [x] = x, cuando x ∈ [−π, π).

W [x+ 2πn] =W [x].
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